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Аннотация

Проект  посвящен изучению различных способов решения уравнений второй степени, которые играют немало важную роль в современной науке, технике, окружающей нас жизни. В школьном курсе математики изучаются формулы корней квадратных уравнений, с помощью которых можно решать любые квадратные уравнения. Однако имеются и другие способы решения квадратных уравнений, которые позволяют очень быстро и рационально решать многие уравнения. Такие как: разложение левой части на множители, метод выделения полного квадрата, решение способом «переброски», свойства коэффициентов, графическое решение, решение с помощью циркуля и линейки, геометрический способ решения. 

Данные приемы заслуживают внимания, поскольку они не отражены в школьных учебниках математики. Овладение данными приемами поможет учащимся экономить время и эффективно решать уравнения. Потребность в быстром решении обусловлена применением тестовой системы ЕГЭ.

Информационный справочник «Различные способы решения уравнений второй степени» может быть использован как для реализации в классах гуманитарного профиля, так и для учащихся 8 – 11 классов, ориентированных на углубленное изучение математики. Данный справочник дает представление о математике как о науке, возникшей из потребностей человеческой практики, о сферах применения математики, расширяет общекультурный кругозор учащихся, поможет осознать степень своего интереса к предмету и оценить возможности овладения им с точки зрения дальнейшей перспективы.

Презентация может быть использована на уроках математики при изучении тем «Квадратные уравнения», «Решение уравнений, приводимых к квадратным».  
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Человеку, изучающему алгебру, часто  полезнее решить одну и ту же задачу тремя различными способами, чем решать три-четыре задачи. Решая одну задачу различными способами, можно путем сравнения выяснить, какой из них короче и эффективнее. Так вырабатывается опыт. 
       У.У. Сойер (английский математик XX в.)
Введение
Уравнения – одно из важнейших понятий математики. В большинстве практических и научных задач, где какую-то величину нельзя непосредственно измерить или вычислить по готовой формуле, удается составить соотношение, которому оно удовлетворяет, получить уравнения. Решая уравнение, мы, как правило, приходим к простейшим уравнениям, для решения которых есть готовые формулы. Одним из простейших уравнений считаем квадратное уравнение.

 Квадратные уравнения находят широкое применение при решении тригонометрических, показательных, логарифмических, иррациональных уравнений и неравенств. Поэтому важность и АКТУАЛЬНОСТЬ изучения способов, методов решения квадратных уравнений несомненна. Также интересна история  развития проблем решения квадратных уравнений и многообразие рациональных способов решений квадратных уравнений, которые не рассматриваются в школьном курсе математики. В связи с этим я задалась целью 

Цель проекта:

· систематизация сведений о различных способах решения уравнений второй степени,

для чего ставлю задачи: 

Задачи проекта:

· изучить историю развития квадратных уравнений;

· рассмотреть виды квадратных уравнений описать способы их решения при изучении учебной, справочной литературы;

· создать информационный справочник «Различные способы решения уравнений второй степени»;

· создать презентацию «Различные способы решения уравнений второй степени»;

· подготовить карточки-образцы с решением уравнений, приводимых к квадратным.

Объект исследования: 

· алгебраические уравнения.

Предмет исследования: 

· уравнения второй степени и способы их решения.

Гипотеза:

· квадратные уравнения – это фундамент, на котором покоится величественное здание алгебры. Квадратные уравнения находят широкое применение при решении тригонометрических, показательных, логарифмических, иррациональных уравнений.

Глава 1. КВАДРАТНЫЕ УРАВНЕНИЯ В ДРЕВНОСТИ
1.1.  Задачи на составление квадратных уравнений в древнеегипетских папирусах.
Задачи на составление квадратных уравнений встречаются уже в древнеегипетских математических папирусах. Например: «Найти стороны поля, имеющего форму прямоугольника, если его площадь 12, а 3/4 длины равно ширине».
РЕШЕНИЕ:
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                                                            Рис. Задача, приводящая к квадратному уравнению,   

                                                                                    Древний Египет

Запись решения в папирусе лаконична: говорится лишь, что необходимо разделить 12 на 3/4. 
Уравнения, в которых присутствуют и вторая, и первая степени, впервые появляются в Древнем Вавилоне. При этом отрицательные решения не рассматривались. Условие и решение излагались словами. Например, в условии одной из задач говорится: «Я вычел из площади сторону моего квадрата и получил 870» (это в современных обозначениях; в оригинале здесь стоит число в шестидесятеричной системе <VVVV<<<, то есть 14 ∙ 60 + 30). Таким образом, речь идет о решении уравнения Х2 – Х = 870.

Греки использовали так называемую геометрическую алгебру – методы и результаты, которые мы бы сейчас трактовали как «перевод» алгебраических формул на язык геометрии. В том числе, рассматривались геометрические задачи, эквивалентные квадратным уравнениям, но решаемые сугубо геометрическими средствами. Тем не менее, один из греческих математиков поздней античности – Диофант – возможно, под влиянием вавилонян развивал алгебраический подход, не обращаясь ни к каким геометрическим построениям. 
Пусть, например, сумма двух чисел равна 20, а произведение 96 (пример взят из задач Диофанта). Каковы числа?

РЕШЕНИЕ:  Диофант, применяя полезную замену переменных, принимает, что разность двух исходных чисел равна удвоенному неизвестному, 2d. При этом исходные числа равны: Х = (Х+У) / 2 + (Х – У) / 2 = 10 + d,           Х = (Х+У) / 2 - (Х – У) / 2 = 10 - d, их произведение: ХУ = (10 + d) (10 – d) = 100 – d2.  Получаем: 100 – d2 = 96. Следовательно, d2 = 4, а d = 2, откуда большее число равно 10 + 2 = 12, меньшее 10 – 2 = 8. 
Его метод является общим, хотя он и показывает его действие лишь на частном примере. 

1.2. Квадратные уравнения на средневековом Востоке
В Индии задачи на квадратные уравнения встречаются с глубокой древности. И именно индийцы впервые исследовали эти уравнения с любыми коэффициентами, как положительными, так и отрицательными. 

Общее правило решения уравнений вида: ax2 + bx = c, где a > 0, b и c – любые, сформулировал Брахмагупта (VII в. н. э.). Брахмагупта еще не знал, что квадратный корень может иметь два значения – положительное и отрицательное – и что, соответственно, у квадратного уравнения также может быть два корня. 

Однако математик IX в. Магавира уже знал не только о двузначности квадратного корня, но и о двух решениях квадратного уравнения: а ведь ни египтяне, ни вавилоняне, ни греки (даже Диофант) этого не заметили.
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	Рис. Задача про павлинов


Вот одна из задач Магавиры, в которой проявляется эта двузначность: «Найти число павлинов в стае, 1/16 которой, умноженная на себя, сидит на манговом дереве, а квадрат одной девятой остатка вместе с 14 другими павлинами – на дереве тамала».

	Решение:          x = (x/16)2 + ((1/9) ∙ (15x/16))2 + 14.



	


Преобразуя это выражение, приходим к уравнению: 

	(17 / (9 ∙ 128)) x2 – x + 14 = 0,



	


корни которого можно вычислить по формуле:
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Получается:

	x1 = 48, x2 = 7 ∙ 48/17.



	


Бхаскара Ачарья (XII в.) сформулировал, соотношения между коэффициентами уравнения, при которых оно имеет два положительных корня. 
	ax2 + bx + c = 0



	ax2 + bx = c, где a > 0,




равна (–b/a), а их произведение (c/a). Таким образом, чтобы оба корня были больше нуля, нужно, чтобы коэффициенты при x2 и x имели разные знаки, а коэффициент при x2 и свободный член – одинаковые. Следует отметить, что при этих условиях уравнение всегда имеет два различных действительных корня: ac < 0, а значит, b2 – 4аc > b2 > 0. 

Если, на манер индийских математиков, мы рассматриваем квадратное уравнение в виде:
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	         Рис. Задача про обезьян


Вот одна из задач, составленных Бхаскарой. 

«На две партии разбившись, забавлялись обезьяны,
Часть восьмая их в квадрате  в роще весело резвилась.

Криком радостным двенадцать воздух свежий оглашали.

Вместе сколько, ты мне скажешь, обезьян там было в роще?»

Решение:
	x = (x/8)2 + 12,     


	


Преобразуя выражение, приходим к уравнению 

	(1/64) x2 – x + 12 = 0.



	


Согласно вышеприведенному критерию, у этого уравнения два положительных корня.

Сами корни можно вычислить по формуле
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Получается

	x1 = 48, x2 = 16.



	


На европейскую алгебру непосредственное влияние оказала арабская математика и, прежде всего, основополагающий трактат ал-Хорезми «Краткая книга об исчислении ал-джабра и ал-мукабалы». «Ал-джабр» и «ал-мукабала» – две операции, которые используются при решении уравнений: ал-джабр (дословно «восполнение») – это перенос вычитаемых членов уравнения в другую часть в виде прибавляемых членов; ал-мукабала («противопоставление») – это сокращение равных членов в обеих частях (обе операции встречаются уже у Диофанта). 
Поскольку у ал-Хорезми не было алгебраических обозначений, он формулировал правила нахождения корней для каждого из его классов на примере конкретных уравнений; тем не менее, правила носили общий характер. Обоснование проводилось с помощью преобразований геометрических фигур.

1.3. Алгебра у арабов.
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Рис. Вавилонская таблица пифагоровых троек и ее расшифровка

Решение квадратных уравнений требовало извлечения корней. Квадраты натуральных чисел (по крайней мере, в пределах первой сотни) были известны давно, уже в Древнем Вавилоне существовали таблицы не только квадратов, но и других степеней, и даже чисел вида (n3 + n2). Вавилоняне вообще часто пользовались таблицами, начиная с таблиц умножения чисел в шестидесятеричной системе. Но что делать, если нужного числа в таблице не окажется? Тогда можно вычислить корень приближенно. А как? И вот тут вавилоняне придумали замечательный метод, который впоследствии применяли и другие народы.

 [image: image11.png]f2 =14142135,



 Это приближение было найдено уже в Древнем Вавилоне: сохранилась глиняная табличка, на которой изображен квадрат с двумя диагоналями: на них указаны два приближенных значения отношения диагонали к стороне (то есть корня из 2), в том числе одно, более точное, соответствующее указанному приближению.
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Рис.Вавилонская клинописная таблица, применение приближения квадратного корня
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В арабском мире правило:

упоминает ал-Хорезми (IX в.), от арабов оно проникло и в Европу. 

1.4. Квадратные уравнения у греков. Приложение площадей.
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	Страница средневекового манускрипта «Начал» Евклида


Задачи, эквивалентные квадратным уравнениям, греки рассматривали в рамках геометрии. Эти задачи назывались «приложением площадей».

Вот, например, как такие задачи формулируются в VI книге «Начал» Евклида:

«к данной прямой приложить равный данной прямолинейной фигуре параллелограмм, имеющий недостаток в виде параллелограмма, подобного данному»;  «к данной прямой приложить равный данной прямолинейной фигуре параллелограмм с избытком в виде параллелограмма, подобного данному». 

Речь идет вот о чем: пусть даны отрезок AB (в терминах Евклида «прямая»), параллелограмм P и многоугольник («прямолинейная фигура») S. Тогда первая из приведенных задач – приложение с недостатком – требует построить на AB параллелограмм, состоящий из двух параллелограммов (со сторонами AC и CB, где C лежит на отрезке AB), первый из которых равновелик («равен») многоугольнику S (то есть имеет заданную площадь), а второй («недостаток») подобен параллелограмму P. 
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	Рис. Приложение с недостатком


Вторая задача – приложение с избытком – требует построить параллелограмм со стороной AD (B лежит на отрезке AD), равновеликий многоугольнику S, так, чтобы его часть – параллелограмм со стороной BD («избыток»), был бы подобен параллелограмму P.
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	Рис. Приложение с избытком

	


Для Евклида важным является не столько само по себе построение, сколько доказательство существования решений у данных задач. Мы не знаем, почему греки заинтересовались такими задачами, как «приложение с избытком и недостатком». Некоторые исследователи полагают, что греки просто перевели на геометрический язык вавилонские алгебраические методы. Впрочем, мы не знаем и того, что заставляло вавилонян решать квадратные уравнения: какие-то практические потребности или сугубо исследовательский интерес.

1.5. Введение отрицательных величин
Для развития алгебры отправными точками были, во-первых, использование удобной символики, а во-вторых, операции с отрицательными числами (или, если угодно, величинами). Введение отрицательных чисел помогало свести множество различных частных случаев к общему правилу. Но в то же время отрицательные числа составляли и определенную проблему: они не наглядны, и непонятно, как обосновать действия с ними. Прежде всего, неясно, что за объекты им соответствуют. Постепенное введение отрицательных чисел в математику, поэтому должно было состоять, с одной стороны, в развитии операций с этими числами, а с другой стороны – в уяснении их природы.

На «западной» почве (точнее говоря, в эллинистическом Египте) введение отрицательных величин впервые произошло у Диофанта. Он даже использовал специальный символ для них. Правда, ученые спорят, обозначал ли символ Диофанта именно отрицательное число или просто операцию вычитания, потому что у Диофанта отрицательные числа не встречаются изолированно, а только в виде разностей положительных; и в качестве ответов в задачах он рассматривает только рациональные положительные числа. 
Термин «лейпсис», используемый Диофантом для отрицательного числа, дословно означает «нехватка», «отсутствие», в то время как термин «гюпарксис» (положительное число) значит «существование», «достояние», «имущество.

Диофант жил в III в. н. э., а в Китае отрицательные числа использовались уже во II в. до н. э., а может быть, и раньше. Возникли они в связи с решением систем линейных уравнений, которым посвящена VIII книга трактата «Математика в девяти книгах» (его окончательная редакция которого относится ко II в. до н. э. Китайцы выполняли преобразования этих систем уравнений на счетной доске, при этом числа выкладывали палочками. Для отрицательных чисел использовались палочки другого цвета или другой формы, чем для положительных. Отрицательные числа назывались «фу», а положительные – «чжэн». 
Индийские математики используют отрицательные числа с VII в. н. э.: Брахмагупта сформулировал правила арифметических действий с ними и применял их при рассмотрении квадратных уравнений. Магавира (IX в.) не только обсуждал два значения квадратного корня – положительное и отрицательное, но и ставил вопрос о возможности извлечения корня из отрицательного числа. Индийцы называли положительные числа «дхана» или «сва» (имущество), а отрицательные – «рина» или «кшайя» (долг). 
В арабской математике отрицательные числа почти не нашли применения. В одном тексте математик Абу-л-Вафа (X в.) рассматривает умножение –2 на 10. Для отрицательного числа он использует слово «дайн» (долг): число –2 называется «долг два», а –20 – «долг двадцать». Позже некоторые европейские математики, например, Леонардо Пизанский (Фибоначчи, XIII в.), тоже будет использовать для отрицательных чисел термин «долг» (лат. debitum). Самаркандский математик XV в. Али Кушчи, бывший послом Улугбека при китайском императоре, «перевел» на арабский китайские термины «чжэн» и «фу» как «мусбат» и «манфи»; эти «мусбат» и «манфи» европейские математики, познакомившиеся с сочинением Али Кушчи благодаря византийцам, передали словами positivus и negativus (положительный и отрицательный), а также, иногда, affirmativus и privativus (утвердительный и «отнимательный»).

Хотя многие европейские математики эпохи Возрождения так или иначе пользовались отрицательными числами, их считали «ложными», «фиктивными», «мнимыми». Но, тем не менее, идея отрицательных чисел постепенно завоевывала умы и, главное, оказалась весьма полезной. 
Выражение «ниже, чем ничего» показывает, что Штифель и некоторые другие мысленно воображали положительные и отрицательные числа точками на вертикальной шкале (вроде шкалы термометра). Развитое затем математиком А. Жираром представление об отрицательных числах как о точках на некоторой прямой, располагающихся по другую сторону от нуля, чем положительные, оказалось решающим в обеспечении этим числам прав гражданства, особенно в результате развития метода координат у П. Ферма и Р. Декарта. 
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	Рис. Представление отрицательных чисел как лежащих по другую сторону от нуля


Некоторые математики все же пытались, подражая древним, строить науку без отрицательных количеств. Среди этих «консерваторов» был и Ф. Виет, открывший и обосновавший (на уравнениях степеней от второй до пятой) замечательный факт, ныне называемый теоремой Виета. Сам Декарт, называя отрицательные числа (например, корни уравнения) «ложными», все же именовал и положительные, и отрицательные числа «действительными» (reelles) в отличие от комплексных – «мнимых» (imaginaires). 

Все же некоторые свойства отрицательных чисел долго оставались неясными, особенно отношения порядка (больше-меньше). Споры о том, что же все таки представляют собой отрицательные числа, как обосновать правило знаков, по какому праву можно переносить правила арифметических действий с положительными числами на числа отрицательные, продолжались и в XVII, и в XVIII вв., что, однако, не мешало использованию этих чисел. 
Глава 2. МЕТОДИКА ИССЛЕДОВАНИЯ
Методы исследования:

· Работа с учебной и научно-популярной литературой.

Основной материал, связанный с изучением темы «Квадратные уравнения» находится в УМК под ред.С.А.Теляковского. В учебнике разобраны все основные вопросы по теме.
Однако, дополнительный материал, связанный с историей вопроса о возникновении квадратных уравнений,  можно найти в «Энциклопедии по математике», в  «Занимательной математике». Способы решения задач на квадратные уравнения в полном объеме раскрыты в изданиях «Сборник элективных курсов», Волгоград, 2006 г.

Изученная литература позволила приобрести новые интересные знания по истории возникновения квадратного уравнения, приобрести опыт по решению различных квадратных уравнений и перейти к следующему этапу в исследовании – перенести полученные знания в нестандартную ситуацию.

· Наблюдение, сравнение, анализ, обобщение.

· Решение задач.
Вопросы проекта:

· Какие существуют способы решения уравнений второй степени?
· В каких областях науки используются уравнения второй степени?

· Можно ли применить теорию квадратных уравнений при решении тригонометрических, показательных, логарифмических, иррациональных уравнений?
Необходимое оборудование:

· Компьютер, подключенный к сети интернет;

· специальная литература, энциклопедические справочники;

· сканер, принтер.  
Предполагаемые продукты проекта:

· информационный справочник «Различные способы решения уравнений второй степени»;

· презентация «Различные способы решения уравнений второй степени»;
· карточки-образцы с решением уравнений, приводимых к квадратным.

Этапы работы над проектом:

· познакомиться с научно-популярной литературой по данной проблеме (октябрь-ноябрь);

· подобрать в интернете, энциклопедиях, учебниках иллюстрации и материал для создания справочника (декабрь);

· подготовить комплект документов в бумажном и электронном исполнении (январь);

· создать презентацию проекта для защиты на НПКШ (февраль);

· создать отчет по проекту (март).

Теоретическая значимость 

· исследования состоит в том, что представлены как  наиболее распространенные методы решения квадратных уравнений, так и достаточно эксклюзивные,  показана зависимость корней квадратного уравнения от его коэффициентов и соотношения между этими коэффициентами.

Практическое значение 

· работы заключается в том, что исследованные нами способы решения квадратных уравнений могут быть использованы учащимися 8-11 классов при изучении тем «Квадратные уравнения», «Решение уравнений, приводимых к квадратным», материал может быть использован для построения элективного курса, презентация работы может быть использована как электронное пособие для учащихся и учителя.

Ожидаемые результаты: 

· в ходе изучения данной работы, я реально смогу оценить свой интеллектуальный потенциал и соответственно в будущем определиться с дальнейшим обучения, создать проектный продукт по исследуемой теме в форме компьютерной презентации, изучение данного вопроса позволит мне компенсировать недостаточность знаний по обозначенной теме.

Считаю свою работу перспективной, так как в дальнейшем этим материалом могут воспользоваться и ученики, для повышения математической грамотности,  и учителя на факультативных занятиях.

Глава 3. РАЗЛИЧНЫЕ СПОСОБЫ РЕШЕНИЯ 
УРАВНЕНИЙ ВТОРОЙ СТЕПЕНИ
3.1. Применения квадратичной функции

В физике квадратичная функция встречается в формулах:

- Модуль ускорения точки, движущейся равномерно по окружности  a = v2/R. 

- Силы тяготения между двумя точечными телами с массами m1 и m2, находящимися на расстоянии R друг от друга, определяются законами всемирного тяготения  F=G m1*m2/ R2

- Изменение кинетической энергии  А = ∆Ек = mv22/2 – mv12/2.
- Закон Кулона  F = k Ιq1Ι*Ιq2Ι / r2.

- Напряженность электрического поля точечного заряда в вакуум  E = k ΙqΙ / r2.

В математике:
- Площадь квадрата  S = а2
- Площадь круга S = ( R2
- Площадь боковой поверхности куба S = 6 а2
3.2. Определение, виды квадратных уравнений

Определение: Квадратным уравнением называется уравнение вида ах2 + вх + с = 0, 
где а≠ 0.  Число а называется старшим коэффициентом уравнения;

число с – свободным членом.

15х2 – 9х + 5 = 0, а = 15 – старший коэффициент, в = -9 – второй, с = 5 – свободный член.

Виды квадратных уравнений:
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3.3. Неполные квадратные уравнения и способы их решения

Определение. Квадратное уравнение называется неполным, если у него хотя бы один из коэффициентов (кроме старшего) равен 0.

ах2 + вх = 0               6х2 – 7х = 0     с = 0

ах2 + с = 0
                6х2 – 9              в = 0


ах2 = 0
                6х2 = 0             в = 0, с = 0.

Способы решения неполных квадратных уравнений.

1. Корни уравнения ах2 + с = 0:

Если ас < 0, то х = ± [image: image22.png]


;

Если с = 0, то х = 0;

Если ас > 0, то действительных корней нет.

Примеры:

а) 16 – х2 = 0;   ас < 0;  -х2 = -16; х2 = 16; х = ± 4.        Ответ: -4; 4.

б) 5х2 = 0,     с = 0,         х2 = 0;   х = 0    Ответ: 0.

2.  Корни уравнения ах2 + вх = 0 это х = 0   или   х = -[image: image24.png]



Пример:         2х2 – 8х = 0,  2х (х - 4) = 0

                 2х = 0    или   х -4 = 0

                  х = 0              х = 4          Ответ: -0; 4.

Приведенные квадратные уравнения.
Определение: Квадратное уравнение называется приведенным, если старший коэффициент равен 1:   х2 + вх + с = 0.        Например:   х2 – 7х + 6 = 0,   а = 1

3.4. Способы решения полных квадратных уравнений

3.4.1. Разложение левой части уравнения на множители
Решим уравнение:  х2 + 3х + 2 = 0. Разложим левую часть уравнения на множители:  (х2 + 2х) + (х + 2) = 0,  х(х + 2) + (х + 2) = 0.
Следовательно, уравнение можно записать в другом виде:(х + 1)(х + 2)= 0, если произведение равно 0, то один из множителей равен 0. В нашем случае одна из сумм равна 0:                         х + 1 = 0 или х + 2 = 0,          х1 = - 1   или  х2 = - 2

Уравнение  х2 + 3х + 2 = 0 имеет два корня:  х1 = -1, х2 = -2

Пример: 36Х – 4*6Х – 12 = 0,  (6Х)2 – 4 *6Х -12 = 0,      (6Х)2  + 2*6Х – 6*6Х – 12 = 0

6Х(6Х + 2) – 6(6Х + 2) = 0, (6Х + 2) * (6Х - 6) = 0   
                                            6Х + 2 = 0    или     6Х – 6 = 0
                                            6Х  =  - 2
                 6Х = 6

                      Нет решения т.к. 6х > 0
     х = 1                    
Ответ: 1 

3.4.2. Метод  выделения полного квадрата.
Решим уравнение  х2 +6х – 7 = 0. Выделим в левой части полный квадрат. Для этого запишем выражение  х2 + 6х в следующем виде:   х2 + 6 = х2 + 2х 3

В полученном выражении первое слагаемое  –  квадрат числа х,  а второе  –  удвоенное произведение  х  на  3.  Поэтому чтобы получить  полный квадрат, нужно прибавить  з2,  так как   х2 + 2х 3 + 32 = (х + 3)2
Преобразуем левую часть уравнения,  прибавляя к ней и вычитая 32. Имеем: х2 + 6х – 7 = х2 + 2х 3 + 32 – 32 – 7 = (х + 3)2 – 9 – 7 = (х + 3)2  - 16.     То есть, данное уравнение можно записать так:     (х + 3)2 – 16 = 0     или       (х + 3)2 = 16.   Следовательно х + 3 = 4, х1 = 1 или  х + 3 = - 4, х2 = - 7.

Пример: 49х – 8*72 + 7 = 0,        (7х)2 – 8*7х + 7 = 0;    (7х)2 – 8*72 + 7 = 0,
((7х)2 – 2*7х *4 + 42) – 42 + 7=0

(7х - 4)2 = 9

7х – 4 = 3   или 7х – 4 = -3

7х = 7                 7х = 1

х = 1                  7х = 70
                           х = 0                
Ответ: 0; 1.

3.4.3. Решение квадратных уравнений по формуле
Рассмотрим уравнение ах2 + вх + с = 0. Умножим обе части на  4а,  имеем:   4а2х2 + 4авх + 4ас = 0

((2ах)2 + 2*2ах в + в2) –в2 + 4ас = 0

(2ах + в)2 = в2 – 4ас,     2ах + в = ± [image: image25.png]



2ах = -в ± [image: image26.png]


,   D= в2 – 4ас,   Х1,2 = [image: image27.png]s+





Понятно, мы получили формулу для вычисления корней квадратного уравнения, где D- дискриминант.  Исходя из этого,  возможны следующие случаи: 
а)  если D >0, уравнение имеет два корня;

б)  если D = 0, то уравнение имеет единственный корень;

в)  если D < 0, то уравнение решения не имеет.

Пример:  2log24 x + log4 x – 3 = 0

Найдем D = 12 – 4*2*(-3) = 25

Log4  [image: image29.png]—1425
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        Или   Log4  [image: image31.png]—1-25
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Log4 x = 1                             Log4 x = -1,5

х = 4                                     х = 1/8     Ответ: 1/8;  4.

3.4.4. Решение уравнений с использование теоремы Виета (прямой и обратной).
Приведенное квадратное уравнение имеет вид х2 + рх +q = 0. Его корни удовлетворяют теореме Виета, которая при а = 1 имеет вид  [image: image32.png]{x+x: -

x*x=q




Отсюда можно сделать вывод, предсказав знаки  корней по коэффициентам.


а) если свободный член q > 0, то уравнение имеет два одинаковых по знаку корня и это зависит от второго коэффициента р. Если р > 0, то оба корня отрицательны; если р < 0, то корни положительны;


б) если q < 0, то уравнение имеет два различных по знаку корня, причем больший по модулю корень будет положителен, если р < 0, или отрицателен, если р > 0.

Пример: Lg2 x – 2Lg x – 3 = 0

Lg x1 + Lg x2 = 2 и  Lg x1 * Lg x2 = -3

Lg x1 = 3                  Lg x2 = -1

x1 = 103 =1000        x2 = 10-1 = 1/10                        
Ответ: 1/10; 1000.

3.4.5. Решение уравнений способом «переброски»
Рассмотрим квадратное уравнение  ах2 + вх + с = 0, а ≠ 0.
Умножая обе его части на а, получаем уравнение а2х2 + авх + ас = 0.

Пусть ах = у, тогда х = у/а, приходим к уравнению у2 + ву + ас = 0, равносильное данному. Его корни  у1  и  у2  найдем с помощью теоремы Виета. Окончательно получаем х1 = у1/а и х2 = у2/а.  При этом  способе,  а умножается на свободный член, как бы «перебрасывается» к нему, поэтому его называют способом «переброски». Этот способ применяют, когда можно легко найти корни уравнения, используя теорему Виета и, что самое важное, когда дискриминант есть точный квадрат.

Пример:  2sin2 x + sin x – 1 = 0

Sin2 y + sin y – 2 = 0 по теореме Виета 
Sin y = -2              или                        sin y = 1

Sin x = -1
                            sin x = ½

x = - П/2 + 2Пn, n € Z                        x = (-1)k П/6 + Пк, к € Z
3.4.6. Свойства коэффициентов квадратного уравнения
1. а + в + с = 0, то х1  = 1, х2 = [image: image34.png]2




2. в = а + с, то х1  = -1; х2 = -[image: image36.png]2




3. а ± в + с ≠ 0             «Переброска»    

4. ах2 + (а2 + 1)х + а = 0 <=>[image: image38.png]



Например:   6х2 + 37х + 6 = 0,      х1  = -6:  х2  = - 1/6

5. ах2 – (а2 + 1)х + а = 0 <=>[image: image40.png]



Например:  15х2 – 226х + 1,5 = 0;   х1 = 15;  х2 = [image: image42.png]15




3.4.7. Графическое решение квадратных уравнений
Если в уравнении   х2 + рх + к = 0  перенести второй и третий члены в правую часть, то получим  х2 = -рх – к.  Построим графики зависимостей  у = х2 и у = - рх – к.
График первой зависимости – парабола, проходящая через начало координат. График второй зависимости – прямая. Корнями уравнения являются абсциссы точек пересечения графиков.
Возможны следующие случаи:

а) прямая парабола пересекаются в двух точках, абсциссы точек пересечения являются корнями квадратного уравнения;

б) прямая и парабола могут касаться (только одна общая точка), то есть уравнение имеет единственное решение;

в) прямая и парабола не имеют общих точек – квадратное уравнение решения не имеет.

Пример: решим уравнение   х2 - 2х - 3 = 0

Построим графики функций   у = х2  и  у = 2х + 3
Ответ:  корнями уравнения являются абсциссы точек пересечения графиков: -1 и 3. (См. приложение 1)
3.4.8. Решение квадратных уравнений с помощью циркуля и линейки
 Графический способ решения с помощью параболы неудобен. Если строить параболу по точкам, то требуется много времени, и при этом степень точности получаемых результатов невелика.

Рассмотрим другой графический способ решения квадратного уравнения    ах2 + вх + с = 0 с помощью циркуля и линейки.

Допустим, что искомая окружность пересекает ось абсцисс в точках В(х1; 0) и D(х2; 0), где х1 и х2 – корни уравнения, и проходит через точки А(1;0) и С(0; с/а) на оси ординат. Тогда по теореме о секущих имеем ОБ*ОD = ОА*ОС, откуда ОС = ОВ*ОD/ОА; ОС = х1*х2 = с/а. Центр окружности находиться в точке пересечения перпендикуляров SF и SK, восстановленных в серединах хорд АС и ВD поэтому   SK = ½ (х1 + х2) = - в/2а, 


SF = ½ (у  + у  ) = (а + с)/2а.

 
S (- в ;  а + с)


2а
 2а

Итак: 

а) построим точки  S (центр окружности) и А(1;0);

б) проведем окружность радиусом SA
в) абсциссы точек пересечения этой окружности с осью Ох являются корнями исходного уравнения.  (См. приложение 2).

При этом возможны следующие случаи:

а) радиус окружности больше ординаты центра, окружность пересекает ось Ох в двух точках В(х1;0) и  (х2;0), где х1 и х2 – корни уравнения

б) радиус окружности равен ординате центра, окружность пересекает ось Ох в точке В(х1;0), где х1 – корень уравнения;

в) радиус окружности меньше ординаты центра, окружность не имеет общих точек с осью Ох, в этом случае уравнение не имеет решения.

Пример: решим уравнение 2х2 – 7х + 5 = 0.

Построим график: S(3,5; 3,5)- окружность пересекает ось в точках И(х1;0) и D(х2; 0).

Ответ: х1 = 1 и х2 = 6. 
3.4.9. Геометрический способ решения квадратных уравнений
В древности, когда геометрия было более развитой, чем алгебра, квадратные уравнения решали не алгебраически, а геометрически. Приведем знаменитый пример из «Алгебры» ал-Хорезми.

Решим уравнение х2 + 10х = 39.

Рассмотрим квадрат со стороной х, на его сторонах строим прямоугольник так, чтобы вторая сторона была равна 2,5, а следовательно площадь каждого равна 2,5х. полученную фигуру дополняют до нового квадрата ABCD, достраивая в углах четыре равных квадрата, сторона каждого 2,5, а площадь 6,25.

Площадь   квадрата      равна сумме площадей: первоначального квадрата х2, четырех прямоугольников (4 * 2,5х = 10х) и четырех пристроенных квадратов (6,25 * 4 = 25), то есть S = х2 + 10х + 25, но по условию х2 + 10х = 39. Заменяя, получим S = 39 + 25 = 64, отсюда сторона квадрата АВ = 8. Получаем х = 8 – 2,5 = 3. (См. приложение3).
ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Вывод: 

· Квадратные уравнения играют огромную роль в развитии математики. Все мы умеем решать квадратные уравнения со школьной скамьи, до окончания вуза. Эти знания могут пригодиться нам на протяжении всей жизни. Потребность в быстром решении обусловлена применением тестовой системы ЕГЭ Так как эти методы решения квадратных уравнений просты в применении, то они, безусловно, должно заинтересовать увлекающихся математикой учеников. Моя работа дает возможность по-другому посмотреть на те задачи, которые ставит перед нами математика. 

Заключение:

· В результате работы над проектом гипотеза о том, что квадратные уравнения находят широкое применение при решении тригонометрических, показательных, логарифмических, иррациональных уравнений, подтвердилась.

·      Квадратные уравнения находят широкое применение при решении тригонометрических, показательных, логарифмических, иррациональных и трансцендентных уравнений и неравенств. Однако, значение квадратных уравнений заключается не только в изяществе и краткости решения задач, хотя и это весьма существенно. Не менее важно и то, что в результате применения квадратных уравнений при решении задач не редко обнаруживаются новые детали, удается сделать интересные обобщения и внести уточнения, которые подсказываются анализом полученных формул и соотношений. Хочется отметить и то, что излагаемая тема в этой работе  таит в себе много скрытого и неизвестного, что дает прекрасную возможность для дальнейшей работы над ней. Здесь я остановилась на вопросе решения квадратных уравнений, а что,  если существуют и другие способы их решения?! Опять находить красивые закономерности, какие-то факты, уточнения, делать обобщения, открывать все новое и новое. Но это вопросы уже следующих работ.
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